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Die Abbildung 2.5 auf Seite 19 ist wie folgt zu korrigieren 
(die korrigierte Stelle ist in Rot hervorgehoben):

Auf Seite 30 ist die Gleichung 2.29 wie folgt zu korrigieren  
(die korrigierte Stelle ist in Rot hervorgehoben):

2.1 Mechanische Energie und Energieerhaltungssatz
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Abb. 2.5: Beispiel 2-1: Entspannte Feder ohne Masse (links), Masse in statischer Ruheposition
(Mitte) und Masse in tiefster Position (rechts)

• Mit der Einfederung der Feder s = umax +1,5 m beträgt die Federenergie:

EFeder =
s2

2
· k = (umax +1,5 m)2

2
·2000 N/m

= (u2
max +3 m ·umax +2,25 m2) ·1000 N/m

• Am unteren Punkt ihrer Bewegung ist die Geschwindigkeit der Masse v = 0: Ekin = 0
• Die Energiesumme muss immer noch dem unter a) errechneten Wert (3000 J) entsprechen:

∑E = Epot +Ekin +EFeder = 3000 J

= (−3000 N ·umax +600 J)+0+(u2
max +3 m ·umax +2,25 m2) ·1000 N/m

⇒u2
max +2,85 m2 = 3 m2

⇒umax = 0,3873 m (bezogen auf die Ruhelage)

d) Federkraft am tiefsten Punkt

Die maximale Federeinsenkung am tiefsten Punkt beträgt:
u = umax + s = 0,3873 m+1,5 m = 1,8873 m
mit s = 1,5 m Federeinsenkung bei der Ruhelage, siehe a)
Damit ergibt sich die Federkraft N zu:
N = k ·u = 2000 N/m ·1,8873 m = 3,775 kN

Abb. 2.5 zeigt die verschiedenen Zustände der Masse.

In diesem Beispiel wurden die Einheiten durch die gesamte Rechnung mitgeführt. Bei den fol-
genden Beispielen in diesem Buch werden zu Beginn einer Rechnung die verwendeten Einheiten
angegeben. Die Einheiten werden bei Zwischenergebnissen nicht mehr angegeben, sondern nur
noch beim Endergebnis.
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Die Stoßbedingung ist:

F̂ K= e · F̂R (2.29)

Es stehen den fünf Unbekannten v∗,v1,v2, F̂K und F̂R also fünf Gleichungen 2.27 bis 2.29 ge-
genüber. Die Lösung wird im Folgenden ohne Herleitung angegeben.

Die allgemeine Lösung des zentrischen, geraden Stoßes für Stoßzahlen 0 ≤ e ≤ 1,0 lautet:

v1 =
m1 · v1 +m2 · v2 − e ·m2 · (v1 − v2)

m1 +m2
(2.30)

v2 =
m1 · v1 +m2 · v2 + e ·m1 · (v1 − v2)

m1 +m2
(2.31)

v∗ =
m1 · v1 +m2 · v2

m1 +m2
(2.32)

v1,v2 sind die Geschwindigkeiten vor dem Stoß, v∗ ist die Geschwindigkeit am Ende der Kom-
pressionsphase und v1 und v2 sind die Geschwindigkeiten nach dem Stoß. Zu beachten ist,
dass alle genannten Geschwindigkeiten in dieselbe Richtung wirkend als positiv angenommen
werden, siehe Abb. 2.14.

Für einen ideal-elastischen Stoß (e = 1) lassen sich die Gl. 2.30 und 2.31 vereinfachen zu:

v1 =
2 ·m2 · v2 +(m1 −m2) · v1

m1 +m2
(2.33)

v2 =
2 ·m1 · v1 +(m2 −m1) · v2

m1 +m2
(2.34)

Wie ist es um die Gültigkeit von Impulserhaltungssatz und Energieerhaltungssatz beim Stoß
bestellt?

Der Impulserhaltungssatz (siehe Abs. 2.2) gilt stets beim Stoß zweier Punktmassen, unabhängig
von der Stoßzahl e, wie sich leicht zeigen lässt. Dazu wird der Gesamtimpuls nach dem Stoß an-
geschrieben. Für die Geschwindigkeiten v1 und v2 werden dann die Gl. 2.30 und 2.31 eingesetzt.
Nach Vereinfachung ergibt sich der Impuls vor dem Stoß für beliebige Stoßzahlen e:

m1 · v1 +m2 · v2 =
1

m1 +m2
· [m2

1 · v1 +m1 ·m2 · v2 − e ·m1 ·m2 · (v1 − v2)

+m1 ·m2 · v1 +m2
2 · v2 + e ·m1 ·m2 · (v1 − v2)]

= m1 · v1 +m2 · v2 q.e.d.

(2.35)

Der Energieerhaltungssatz (siehe oben Abs. 2.1) bezogen auf die mechanische Energie gilt nur
beim ideal-elastischen Stoß e = 1! Bei nicht ideal-elastischen Stößen wird dem System durch
die (Teil-)Plastizierung der Massen Bewegungsenergie entzogen und in andere Energieformen
umgewandelt (z.B. Temperatur). Um die dissipierte Energie ΔE zu bestimmen, wird die Diffe-
renz der kinetischen Energie vor und nach dem Stoß gebildet. Für v1 und v2 werden dann die
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2 Mechanische Energie, Impuls und Stoß



Auf Seite 31 ist die Gleichung 2.37 wie folgt zu korrigieren  
(die korrigierte Stelle ist in Rot hervorgehoben):

Auf Seite 41 ist die Gleichung 3.18 wie folgt zu korrigieren  
(die korrigierte Stelle ist in Rot hervorgehoben):

Auf Seite 73 fehlt zur Bearbeitung der Aufgabe 4-3  
folgende Angabe: u0 = 16,0 cm

Auf Seite 74 fehlt zur Bearbeitung der Aufgabe 4-4  
folgende Angabe: Die Dehnsteifigkeit EA des Mastes darf näherungs-

weise als unendlich groß angenommen werden: EA = ∞

Auf Seite 85 ist beim ersten Spiegelstrich unter 7.)  
zu korrigieren (die korrigierte Stelle ist in Rot hervorgehoben):

5.2 Harmonische Anregungen

Tab. 5.1: Berechnung der Systemantworten für die sechs Fälle aus Bsp. 5-2

ungedämpft
D1 = 0

gedämpft
D2 = 0,048

unterhalb der
Resonanz

Ω1 = 8,5 1/s
η1 = 0,8

Fall 1:
V1 = 2,78
ϕ1 = 0◦
û = 0,0123 m
ˆ̇u = 0,105 m/s
ˆ̈u = 0,892 m/s2

Fall 2:
V1 = 2,72
ϕ1 = 12,0◦
û = 0,0121 m
ˆ̇u = 0,103 m/s
ˆ̈u = 0,874 m/s2

Resonanz Ω2 = 10,6 1/s
η2 = 1,0

Fall 3:
V1 = ∞
ϕ1 =+90°
û = ∞ m
ˆ̇u = ∞ m/s
ˆ̈u = ∞ m/s2

Fall 4:
V1 = 10,4
ϕ1 =+90°
û = 0,0463 m
ˆ̇u = 0,491 m/s
ˆ̈u = 5,206 m/s2

oberhalb der
Resonanz

Ω3 = 21,2 1/s
η3 = 2,0

Fall 5:
V1 = 0,3333
ϕ1 =+180°
û = 0,0015 m
ˆ̇u = 0,031 m/s
ˆ̈u = 0,67 m/s2

Fall 6:
V1 = 0,3327
ϕ1 =+176,3°
û = 0,0015 m
ˆ̇u = 0,031 m/s
ˆ̈u = 0,66 m/s2

7.) Erkenntnisse aus Beispiel 5-1, Tab. 5.1:

– Die Auslenkung beträgt im ungedämpften Fall beim resonanzferneren Frequenzver-
hältnis η2 = 2,0 (Fall 6) nur etwa 1/30 (!) der Auslenkung im Resonanzfall η1 = 1,0
(Fall 4). Die Sensitivität der dynamischen Kräfte bezüglich des Frequenzverhältnis-
ses ist sehr groß!

– Obwohl der Dämpfungsgrad D2 = 0,048 am oberen Rand des baupraktisch Übli-
chen liegt, weichen die Amplituden in den resonanzferneren Bereichen (Fälle 2 und
6) kaum von denjenigen ab, die unter der Annahme D1 = 0 (Fälle 1 und 5) gewon-
nen wurden. Die Dämpfung wirkt sich in den resonanzfernen Gebieten also kaum
auf die Systemantwort aus.

– Erst für Werte η in unmittelbarer Nähe zur Resonanz wird der Einfluss des Dämp-
fungsgrads auf die dynamische Systemantwort größer und schließlich bei η = 1,0
dominierend.

Zusammenfassend lässt sich festhalten:

• In resonanzferneren Bereichen der Anregung reicht eine grobe Abschätzung des Wertes
der Tragwerksdämpfung völlig aus, um zu brauchbaren Ergebnissen der Systemantwort
bzw. der Tragwerksbeanspruchung zu kommen.

• In der Nähe des Resonanzpunktes dagegen ist die genaue Kenntnis des Dämpfungsgrads
des Tragwerks entscheidend, um die Beanspruchung zutreffend abzuschätzen und um zu
entscheiden, ob der Einbau von Schwingungsdämpfern nötig ist oder nicht (siehe Kap. 9).
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2.3 Der Stoß

Ausdrücke aus den Gl. 2.30 und 2.31 eingesetzt. Nach Vereinfachung ergibt sich:

ΔEk = (
m1 · v2

1
2

+
m2 · v2

2
2

)− (
m1 · v2

1
2

+
m2 · v2

2
2

) (2.36)

=
(1− e2) ·m1 ·m2

2 · (m1 +m2)
· (v1 − v 2

2) (2.37)

Es gilt: ΔEk > 0, für e < 1!

Beispiel 2-3: Zusammenprall zweier Massen

Gegeben: Zwei Massen m1,m2 bewegen sich mit den Geschwindigkeiten u̇1, u̇2 auf einer ge-
raden, horizontalen, reibungsfreien Bahn aufeinander zu und prallen zentrisch, gerade und teil-
elastisch zusammen.

Gemessen wurden die Geschwindigkeiten der Masse 1 vor und nach dem Stoß (Die Richtungs-
definitionen der Geschwindigkeiten v1,v1, v2,v2 beziehen sich auf Abb. 2.14):
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Abb. 2.16: Bsp. 2-3

• Masse m1 = 10 kg
• Masse m2 = 20 kg
• Geschwindigkeit der Masse 1 vor dem Stoß:

v1 = u̇1 = 1 m/s
• Geschwindigkeit der Masse 1 nach dem Stoß

v1 = u̇1 = 0
• Stoßzahl e = 0,80

Gesucht:

a) Wie groß muss die Geschwindigkeit v2 =−u̇2 der Masse m2 vor dem Stoß sein, damit m1
nach dem Stoß ruht (v1 = 0)?

b) Wie groß ist die Geschwindigkeit v2 =−u̇2 der Masse m2 nach dem Stoß?

Anmerkung: Beachten Sie, dass in den Gl. 2.30–2.32 alle Geschwindigkeiten in dieselbe Rich-
tung wirkend (z.B. nach rechts) positiv angesetzt sind. In dieser Aufgabenstellung ist die Ge-
schwindigkeit u̇2 nach links wirkend positiv definiert und es ist daher anzusetzen: v2 =−u̇2.

Lösung:

a) Das Anschreiben der Geschwindigkeit v1 = 0 mit v1 = u̇1, v2 = −u̇2 führt mit Gl. 2.30
zur Geschwindigkeit von Masse 2 vor dem Stoß:

v1 =
m1 · v1 +m2 · v2 − e ·m2 · (v1 − v2)

m1 +m2
= 0

→ m1 · v1 +m2 · v2 − e ·m2 · (v1 − v2) = 0
→ v1 · (m1 − e ·m2) =−v2 · (m2 + e ·m2)

→ v2 =−v1 · m1 − e ·m2

m2 + e ·m2
=−1 · 10−0,8 ·20

20+0,8 ·20
→ v2 =+0,1667 m/s
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3.2 Die Differentialgleichung des EFS und ihre Lösung

Abb. 3.4: Schwingung u(t) = û · sin(ω · t +ϕ0) und Definition des Nullphasenwinkels ϕ0

Wenn die Zustandsgrößen u0 und u̇0 zum Zeitpunkt t = 0 vorliegen, dann ist Gl. 3.9 die geeignete
Form der Lösung. Manchmal sind jedoch andere Randbedingungen bekannt, z.B. die maximale
Auslenkung û (Wegamplitude) des EFS und der Nullphasenwinkel ϕ0 der Schwingung (Abb.
3.4). Gl. 3.2 lässt sich auch für diesen Fall anpassen. Dazu substituiert man zunächst in Gl. 3.2

A =C · cosϕ0 und B =C · sinϕ0 (3.10)

u(t) =C · cosϕ0 · sin(ω · t)+C · sinϕ0 · cos(ω · t)
=C · [cosϕ0 · sin(ω · t)+ sinϕ0 · cos(ω · t)] (3.11)

Mit cosα · sinβ + sinα · cosβ = sin(α +β ) wird daraus:

u =C · sin(ω · t +ϕ0) (3.12)

Da die Sinus-Funktion maximal den Wert 1 annehmen kann, muss es sich bei der Konstanten C
um die maximale Auslenkung, d.h. um die Wegamplitude û handeln.

Damit ergibt sich die alternative Lösungsform der Bewegungsgleichung 3.1 des EFS bei
bekannter Amplitude û und bekanntem Nullphasenwinkel ϕ0 (Abb. 3.4) zu:

u(t) = û · sin(ω · t +ϕ0) (3.13)
u̇(t) = û ·ω · cos(ω · t +ϕ0) (3.14)

ü(t) =−û ·ω2 · sin(ω · t +ϕ0) (3.15)

Mit den Gl. 3.13 bis 3.15 lassen sich die Geschwindigkeitsamplitude ˆ̇u und Beschleunigungs-
amplitude ˆ̈u des EFS angeben, wenn Wegamplitude und Eigenkreisfrequenz bekannt sind:

ˆ̇u = û ·ω und ˆ̈u = û ·ω2 (3.16)

Aus Gl. 3.9 lässt sich mit Hilfe der trigonometrischen Funktion ([San15], S. 774, Gl. 34)

A · sinα +B · cosα =
√
(A2 +B2) · cos(α − arctan(A/B)) (3.17)

die Gl. 3.18 ableiten:

Die Wegamplitude der Schwingung des EFS lautet als Funktion der Anfangswerte u0, u̇0:

û =

√
u̇0

ω

2
+u2

0 (3.18)
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Auf Seite 149 ist die Gleichung 6.37 wie folgt zu korrigieren  
(die korrigierte Stelle ist in Rot hervorgehoben):

Ebenfalls auf Seite 149 ist die Gleichung 6.40 wie folgt zu korrigieren  
(die korrigierte Stelle ist in Rot hervorgehoben):

Wir bitten diese Fehler zu entschuldigen.

Ihr Beuth Verlag


